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7
SERIES DE FOURIER

Deux niveaux de difficulté/longueur :
— Piste bleue : parties 1 et 2.

— Piste rouge : tout le devoir.

On note 6,,(R, C) 'ensemble des fonctions continues 27-périodiques de R dans C. Je vous laisse deviner seuls le sens des
notations 6.4 ,,(R,C) et 6, (R,C).

@ 1 EN ROUTE POUR LES COEFFICIENTS DE FOURIER

2
1) a) Calculer f ekt dqr pour tout k € Z.
0 n
b) Soit (¢,)pez € C%. On pose S,(x) = Z ¢ e** pour tous n € N et x € R. Montrer que si la suite de fonctions
21
k=—n ,
(S,)nen converge uniformément sur R vers une fonction f, alors pourtoutn€Z: ¢,=— | f(t)e ™ dt.

2n0

27
s ~ 1 . ,
A présent, soit f € 6.4 ,,(R,C). Pour tout n € Z, le nombre complexe f (n) = o f f(t)e ™ dt est appelé le n°™¢ coefficient
n Y
0

de Fourier de f. On pose ensuite S, (f)(x) = Zf(k) e pour tous n € N et x € R. La suite de fonctions (Sn(f))neN est
appelée la série de Fourier de f . k=—n

Au départ, rien ne garantit que la série de Fourier de f converge simplement sur R, ni bien siir qu’elle converge vers f, et
encore moins que la convergence est uniforme ! D’ailleurs, ce n’est pas vrai en général.

2) On note f; la fonction 27-périodique définie par la relation f;(x) = m — x pour tout x € [0, 27[. Montrer que pour

n .
sin(kx
tousneNetxeR: Sn(fl)(x)=22 ( ).
=k
On montre de méme, en notant f, la fonction 27t-périodique définie par la relation f,(x) = |x| pour tout x € [—7, [,

n 4 <~ cos((2k +1)x)
que pour tousn€Netx €eR: SZnH(fZ)(x):E—;kZO:W

3) Soient a et b des réels pour lesquels a < b.

b
a) Montrer que pour toute fonction en escalier f : [a,b] — C: f f(r)et* de P 0.
a

b) En déduire que le résultat reste vrai de toute fonction f € 6.#([a, b],C) (lemme de Riemann-Lebesgue).

En particulier, pour toute fonction f € €4 ,,(R,C): f(n) — 0

® 2 LE THEOREME DE DIRICHLET

1 <«
4) On pose D, (x)=— Z e pour tous n € N et x €R.
27 =
a) Exprimer D, (x) comme un quotient de sinus pour tous n € N et x € R~ 2nZ.
s

b) Calculer f D,(t) dt pour tout n € N.
0

5) Soient f € 6.4 ,,(R,C) et x €R fixé. On suppose f dérivable en x.
YA
a) PourtousneNetx €R: S,(f)(x) =f (F(x+t)+ f(x—1t))D,(t) dt.
0

g fle+t)+fx—t)—2f(x)

b) Montrer que t — — , définie sur ]0, 7], peut étre prolongée en une fonction continue
S 3 par morceaux sur [0, 7].
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1 (" 2n+1)t
¢) En déduire que pourtousneNetx eR: S, (f)(x)—f(x)= o f g(t) sin % dt, puisque:
T
0 n

S,(f)(x) -0 f(x) (théoréme de Dirichlet), i.e. que Z f(k)eikx —0 f(x).
k=—n

+o0o .
sin(k m— T
6) Montrer que pour tout x € ]0,27x( : Z sin(kx) = X Qu’en déduit-on pour x = 5 ?

p k 2
+00
cos((2k+1)x n(m—2|x
On montre de méme que pour tout x € ] — 7, [ : Z (« )x) = ( | l). Et pour x =07
= (2k +1)2 8
y=m—x y =2sinx y = 2sinx +sin(2x)
sur ]0, 27

8 .
2sin(3 2 3 sin(kx
sin(3x) — 2sinx +sin(2x) + sm( x) 51n(4x) y=2 Z (k )

y = 2sinx +sin(2x) +

N T

@ 3 INJECTIVITE DE L’APPLICATION « COEFFICIENTS DE FOURIER »

7) Soit f € €4 ,,(R,C). On suppose que j?(n) = 0 pour tout n € Z et que f est réelle et continue en 0.
a) Montrer que pour tousn€Neteg>0: f f(t) (cost+2¢e)" dt =0.

On suppose a présent par I'absurde que f(0) > 0. Par continuité de f en 0, il existe un réel a € ] 0, g] pour lequel

f()

pour tout x € [—a,a]: f(x)=
b) Justifier 'existence de deux reels e>0etf €]0,a] pourlesquels: Vxe€[—n,—alula,n], |cosx+2¢|<1—¢
et Vxe[—fB,B], cosx=1—e¢.

s
¢) En déduire que J f(t) (cost +2¢e)" dt — T puis que f(0) =
-

8) Soit f € 6.4 ,,(R,C). On suppose que f(n) = 0 pour tout n € Z et que f est continue en 0. Que valent les coefficients
de Fourier de la fonction conjuguée f ? En déduire que f(0) =

9) Soit f € €M ,,(R,C). Montrer que si f(n) = 0 pour tout n € Z, alors f est nulle sur [0, 27[ privé d'un nombre fini
de points. Sur quel ensemble de fonctions 'application f — f est-elle injective ?

10) Soit f € 6,,(R,C). Montrer que si la suite de fonctions (S,(f)),cy converge uniformément sur R, c’est forcément

vers f.

11) Soit f € 62 (R,C).
a) Exprimer ﬁ(n) en fonction de f(n) pour tout n € Z.

b) En déduire que la suite de fonctions (S,(f)),cy converge simplement sur R, puis qu'elle converge uniformément

vers f sur R.



